CALCULO DE VOLUMES USANDO O GEOGEBRA

Prof. Armando Antonio Monteiro de castro
Verséo: Geogebra Classic 5.0.557.0-d 27 August 2021

1. Objetivos:

v

Usar o aplicativo de matematica dindmica Geogebra para renderizar a superficie de
solidos de revolucéo, gerados pela rotacao de uma funcgéo ou de uma superficie em torno
dos eixos coordenados ou de uma reta.

Apreender a sintaxe do Geogebra para a execu¢do dos comandos necessarios.
Valorizar 0 uso do aplicativo para o entendimento e validacdo do exercicio feito
manualmente.

Assimilar o conceito de sélido gerado pela rotacdo de uma superficie em torno dos eixos
coordenados ou de uma reta, possibilitando o calculo de comprimento de um arco, da
superficie lateral do solido gerado, bem como o célculo do volume desse sélido de
revolucdo — aplicacdes fundamentais do Calculo Integral.

Resolver o problema tipo: determinar o volume do solido de revolucdo gerado pela

rotagdo da superficie compreendida pelas curvas y, =+25-x* e Yy, =3 ao girar em
torno do eixo Xx.

O problema: calcular o volume da superficie de revolucdo gerada pela rotacdo da regido R,

compreendida pelas curvas y; = V25 — x2 e y, = 3, ao rotacionar em torno do eixo Xx.

1) Solucdo manual:

1. Esbocar os graficos das curvas no mesmo plano cartesiano para a visualizacao da regido R.

2. Encontrar os pontos de interseccdo entre as curvas y; e y,, igualando-as e, em seguida,

determinar as raizes da equacdo obtida, obtendo os valores dos extremos de integracéo.

3. Entrar com as funges y; e y, e com as abscissas dos pontos de intersec¢do, que determinam

0s extremos de integracdo, na formula do volume f;[(f(x))2 — (g(x))?] - dx .

4. Calcular a integral resultante, encontrando o volume do solido de revolucgéo determinado pela

rotacdo da regido R. Tudo correto, o volume encontrado devera ser:
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3 u® ou V =268,08 us.



11) Solugéo usando o app Geogebra:

1. Abrir o Geogebra e, na barra de menus, clicar em “Exibir”, escolhendo o icone “Janela de
Visualizac@o 3D”. Note que trés janelas estardo a sua disposi¢éo: a janela da algebra, mostrando
as sentencas matematicas digitadas no campo “Entrada”; a janela 2D, mostrando os gréficos no
plano cartesiano; e a janela 3D, mostrando os gréaficos no espaco tridimensional, ou seja, nos

eixos x,yez.
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2. No campo “Entrada”, digitar: f(x) = sqrt(25 — x?), pressionando em seguida a tecla

<Enter>.

3. Novamente no campo “Entrada”, digitar: g(x) = 3 , pressionando em seguida a tecla

<Enter>.

4. Note que os graficos das fungdes f(x) e g(x) foram criados nas janelas 2D e 3D, mostrando

a regido R que sera rotacionada.
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5. Para determinar as interseccdes entre as fungdes, usamos o comando “Resolver”, digitando
no campo “Entrada”: "Resolver(f = g)". Note que o Geogebra ofereceu a resposta na janela

da algebra, indicando que x = —4 ,x = 4, que Serdo 0S NOssos extremos de integracéo.
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6. Para ressaltar somente a regido R nos graficos 2D e 3D, fazemos o seguinte: pressionando a
tecla <Control>, clicamos com o bot&o direito do mouse sobre as fungdes f e g que aparecem
na janela da algebra, escolhendo no menu “propriedades”. Na nova caixa de dialogo que
aparece a direita na tela, escolher a aba “Avancado” e, nela, desabilitar “Janela de Visualizacao

3D”, de modo a ndo exibir na janela 3D os graficos das duas fun¢des. Calma! Respira, respira...



Com esse comando, faremos aparecer na janela 3D somente 0 que nos interessa, que € a regiao

R. Caso assim ndo procedéssemos, o gréafico ficaria poluido, impedindo a perfeita visualizacdo
da regido em questéo.
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7. Vamos agora parametrizar as curvas, usando o comando “Curva”, digitando no campo
“Entrada”:

“Curva(t, f(t),0,t,—4,4)” .
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Pressionando <Enter>, obteremos, graficamente:

8. Voltando ao campo “Entrada”, digitamos: “Curva(t,g(t),0,t,—4,4)”. Pressionado
<Enter>, obteremos:
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Note que ambas as funcdes, f(x) e g(x), ficaram definidas na janela 3D no dominio que nos
interessa, ou seja, entre x = —4 e x = 4 €, 0 mais importante, a janela 3D mostra somente a
regido R na qual estamos interessados. Esta rotacionada, ira gerar a superficie de revolucao,

formando o sélido de revolugéo cujo volume desejamos calcular.

9. Para que 0 Geogebra possa renderizar o solido desejado, teremos que criar um “Controle

Deslizante”, clicando no 10° botao de menu da barra de ferramentas, para a criagdo do comando:
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Clicando na area da janela 2D, aparecerd a caixa de dialogo do “Controle Deslizante”, onde
habilitaremos o comando “Angulo” que, uma vez habilitado, atribuira automaticamente o nome

do angulo como “alfa”. Clicamos em “Ok”, fechando a janela de dialogo.

Controle Deslizante

ONumero ~ Nome
(®) Angulo d =
O Inteiro (] Aleatario (F9)

Intervalo Controle Deslizante Animagéc

min: 0° max: | 360° Incremento: |1°

OK Cancelar

Note que apareceu, na janela 2D, a ferramenta “Controle Deslizante”, que sera util aos nossos

propositos.

|| ¥ Janela de Visualizagao




10. No campo de entrada, usando o comando “Superficie”, especificamente o comando
“Superficie(<Curva>, <Angulo>, <Reta>", digitamos: Superficie(a, &, EixoX). E interessante
saber que a indicacdo do angulo alfa sera obtida clicando no icone “alfa”, a direita na tela, ao
final da caixa do comando entrada, como mostra a figura abaixo, escolhendo na caixa de didlogo
relativa as letras gregas, 0 "a" . O Geogebra, caso digitemos “alfa” na linha de comando, nao
entende como sendo a indicagdo do angulo que aparece no “Controle Deslizante”, nio

produzindo o efeito desejado.
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Clicando em <Enter>, aparecera na janela da algebra uma sentenca matematica, denominada

“C”, que ird renderizar a superficie da regido R quando rotacionada em torno do eixo x.

Entrade;

} Janela de Aigabra X ‘ » Janela de Visualizagao X | » Janela de Visualizagdo 30
® f(x) = V25«2
® sx) =3
L={x=-8x=4

i } 22amn

x=t
e y=y25-8 ) —4<t<4a L

z=0

x=t

@ <= | V25w cos(v) 40 (~ ;en(u))) :
V25 w7 senfv)+0 cos(v)




11. Movimentando o controle deslizante da janela 2D, e observando a janela 3D, notamos a
renderizagdo da curva superior que descreve a superficie em questdo, como mostra a figura

abaixo:
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12. Para renderizar a curva inferior, entramos no campo de entrada com o comando:

Superficie(b, &, EixoX) para que 0 Geogebra a renderize, conforme mostra a figura abaixo:
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Clicando em <Enter>, aparecera o solido gerado, conforme mostra a figura abaixo:
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13. Clicando com o botdo direito do mouse sobre o controle deslizante, escolhemos, no menu

que aparece, o0 comando “Animar”. O Geogebra animara a renderizacédo da regido determinada

pelas curvas em questdo, rotacionando-a 360° em torno do eixo x.
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A figura abaixo mostra a superficie do sélido de revolucdo gerada pela rotacdo da regido R, em

tono do eixo x, apds o comando “Animar” ser aplicado:
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14. Clicando em qualquer ponto da janela 3D e segurando, podemos rotacionar os eixos X, y e

z, possibilitando observar o sélido gerado de varios angulos, conforme mostra a figura abaixo.
Experimente...

15. Finalmente, para validarmos os calculos feitos & mdo quando da determinacdo do volume
gerado pela rotagdo da regido R em torno do eixo x, clicamos na barra de menus em “Exibir”,
escolhendo no submenu “Calculo Simbodlico (CAS)”, que mostrara uma nova janela no

Geogebra, nos permitindo efetuar calculos matematicos.
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16. Na barra de ferramentas da janela CAS, clicamos no 3° icone, ,“Manter Entrada”,

habilitando-o, digitando em seguida, no campo de entrada, o0 comando:

V_{R_X}=pi*Integra((f*2) — (g"2), — 4,4), que possibilitara o calculo simbdlico do volume
desejado. Pressionando <Enter>, 0 Geogebra mostrara a tela abaixo:
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Note que ele fornece a férmula do volume como a escrevemos manualmente, inclusive

indicando os extremos de integracéo.



17. Para que o Geogebra fornega o calculo do volume da regido, basta clicar no 1° icone da
barra de ferras, , “Avaliar Simbolicamente”, o que nos dara o valor do volume do

solido gerado pela rotacéo da regido R, na forma de fracdo, conforme mostra a figura abaixo:
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18. Clicando no 2° icone da barra de ferramentas, , “Valor Numérico”, teremos a resposta

em decimais.
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19. O resultado final do trabalho é mostrado na figura abaixo, onde aparecem as quatro janelas
do Geogebra em operacdo: a janela CAS, com o0s célculos simbolicos; a janela da algebra, com
0s comandos dados para o tragado do grafico; a janela 2D, como os gréaficos tracados no plano

cartesiano; e a janela 3D, com os graficos no espaco tridimensional, mostrando em vermelho o

eixo x, em verde 0 eixo y e em azul 0 eixo0 z .
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